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ЛАТЕНТНАЯ МОДЕЛЬ СТОБАЛЛЬНОЙ ОЦЕНКИ  
НА ОСНОВЕ БЕТА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

АННОТАЦИЯ. Для измерения влияния на стобалльную оценку подготовленности 
студента и сложности экзамена в статье предлагаются соответствующие латентные 
параметры, являющиеся параметрами распределения вероятностей оценок, а в ка-
честве закона распределения вероятностей — бета-распределение. При этом как и 
в модели Раша, применяемой для обработки результатов тестирования, параметр 
подготовленности увеличивает вероятность получить высокую оценку, а параметр 
сложности уменьшает. Разработаны численные методы определения латентных па-
раметров по множеству оценок. Выполнена проверка гипотезы о соответствии моде-
ли имеющимся оценкам по критерию хи-квадрат. На основе неравенства Рао-Кра-
мера выведены формулы для расчета дисперсии оценок латентных параметров. 
Результаты статистических проверок свидетельствуют о возможности применения 
модели на основе бета-распределения для исследования стобалльных оценок. Мо-
дель может использоваться для выявления слишком трудных или слишком легких 
экзаменов.
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LATENT MODEL OF A 100-POINT GRADE  
ON THE BASIS OF BETA DISTRIBUTION

ABSTRACT. For measurement of influence of the student’s preparedness and examina-
tion difficulty on a 100-point grade, the article offers corresponding latent parameters 
which are the parameters of grade probabilities distribution, while as a law of probabil-
ities distribution it offers to use the beta distribution. At that, like in the Rasch model 
used for processing the results of testing, the preparedness ability parameter increases 
the chance to get a high grade, while the difficulty parameter decreases it. The article 
develops numerical methods for determination of latent parameters by a set of grades, 
as well as checks a hypothesis of compliance of the model to the available grades by the 
chi-square criterion. It draws formulas for calculating dispersion of estimating the 
latent parameters on the basis of the Rao-Kramer’s inequality. The results of statisti-
cal checks testify the possibility of using the model on the beta distribution basis for 
investigating hundred-grades. The model can be used to identify too difficult or too 
easy examinations.
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Латентные модели нашли широкое применение для анализа результатов тестиро-
вания. В частности, в параметрической теории тестирования (Item Response Theory) 
применяется модель Раша [3; 6; 11; 12], в которой вероятность 
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правильного ответа на тестовое задание зависит от «трудности» задания, характеризуе-
мой параметром δ, уровня «подготовленности» тестируемого, задаваемого параметром θ. 

Область применения идей Раша непрерывно расширяется на многие другие обла-
сти, в которых влияние нескольких факторов можно описать латентными параметра-
ми [2, с. 35; 5]. В частности, продемонстрирована возможность применения таких мо-
делей для анализа экзаменационных оценок в высшей школе [1] и сформированности 
компетенций студентов [7; 8]. 

Достаточно часто наблюдаемым результатом в таких случаях является не дихо-
томическая (правильно / неправильно), а политомическая величина (три и более гра-
даций). Это приводит к применению политомических моделей [9; 10]. Количество 
параметров в этих моделях увеличивается в несколько раз по количеству градаций, 
что существенно снижает точность оценивания каждого параметра. Это может стать 
непреодолимым препятствием при построении политомических моделей для распро-
страненных в современном обучении стобалльных оценок. Таким образом, актуаль-
ной становится задача построения латентной модели для политомических оценок с 
большим количеством градаций.

Модель стобалльной оценки можно получить, используя непрерывное распреде-
ление, просто считая наблюдаемые оценки непрерывными величинами. Основания-
ми для такой модели выступают следующие допущения. Во-первых, предполагается, 
что оценка будет не только порядковой (чем выше оценка, тем лучше знания), но и 
метрической (разница в знаниях с оценками 55 и 50 одинакова с разницей в знани-
ях с оценками 95 и 90). Во-вторых, оценка — непрерывная величина, измеряемая с 
определенной точностью. Оба допущения являются весьма спорными. Обоснованием 
первого может служить психологическое отношение к оценкам как к метрическим из-
мерениям, которое только усиливается при увеличении градаций. Второе допущение 
можно связать с ошибкой моделирования, которая также должна уменьшаться с уве-
личением градаций. 

Из известных непрерывных распределений наиболее подходящим для моделиро-
вания стобалльных оценок представляется бета-распределение. Благодаря наличию 
двух параметров оно позволяет менять числовые характеристики случайной величи-
ны в широких пределах. Поделив стобалльную оценку на сто, получаем величину из 
интервала от 0 до 1, что соответствует области значений бета-распределения. Далее по 
тексту под оценкой понимается именно такое значение. 

Пусть Xij — оценка i-го студента (i = 1, …, n) на j-м экзамене (j = 1, …, m). Будем 
считать, что все оценки независимым в совокупности и подчиняются бета-распределе-
нию, а плотность Xij

δ −θ −Γ θ + δ
= − ≤ ≤
Γ θ Γ δ

11( )
( ) (1 ) ,0 1

( ) ( )
jii j

ij
i j

f x x x x

зависит от параметров θ > 0 «подготовленности» i-го студента и δj > 0 «сложности» j-го 
экзамена. 

Данная модель близка по свойствам к модели Раша. Чем выше подготовленность 
студента, тем больше вероятность сдать экзамен с высокой оценкой. Например, на гра-
фиках вероятностей (рис. 1) представлена возможность получения оценки выше 0,5 в 
зависимости от уровня подготовленности при разных уровнях сложности экзамена. 
При любой сложности экзамена больше шансов заработать высокий балл у лучше под-
готовленного студента. В модели Раша вероятность получить оценку выше 0,5 (сдать 
экзамен) также равна 0,5 при совпадении «подготовленности» студента и «сложно-
сти» экзамена. Аналогично, на графиках вероятностей (рис. 2) показана возможность 
получения оценки выше 0,5 в зависимости от сложности при разных уровнях подго-
товленности студентов.
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Рис. 1. Зависимость вероятности получить оценку выше 0,5 от уровня 
подготовленности θ для экзаменов разной сложности
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Рис. 2. Зависимость вероятности получить оценку выше 0,5 от уровня сложности 
экзамена δ для студентов разной подготовленности

Для оценки параметров модели можно воспользоваться методом моментов. Ис-
пользуя формулу 

θ
=
θ + δ

[ ] i
ij
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для математического ожидания случайной величины Xij и выполняя суммирования 
по i и j, получаем уравнения для сумм оценок каждого студента и сумм оценок каждо-
го экзамена:
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Для поиска решения применим метод Ньютона
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Подставляем в эту формулу производные 
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левых частей системы (1) и получаем выражения для итерационных вычислений
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Для вычисления начальных значений предположим, что в первом уравнении си-
стемы (1) все параметры экзаменов одинаковые δ = = δ = δ1 ... .m  Уравнение 

= =

θ
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θ + δ∑ ∑
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m m
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позволяет найти начальные значения параметров подготовленности
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Аналогично в предположении одинаковых значений параметров подготовленно-
сти решение второго уравнения системы (1)
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позволяет найти начальные значения параметров сложности экзаменов
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Оценки параметров δ θ,  можно найти методом моментов в предположении, что 
все наблюдения имеют бета-распределение с данными параметрами. Решение системы 

= =
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позволяет вычислить искомые значения
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Для проверки найденных оценок параметров применим статистику хи-квадрат, 
построенную следующим образом. Все оценки {Xij, j = 1, …, m} разделим на k-классов: 
l-й класс характеризуется множеством индексов Jl. Для каждого класса определим 
случайную величину

∈

= ∑ .
l

l ij
j J

Y X

В условиях применения модели (а именно независимости в совокупности величин 
Xij, имеющих бета-распределение с параметрами θi и δj, Yl) будет иметь асимптотиче-
ски нормальное распределение со следующими параметрами:

∈

θ
= =

θ + δ∑[ ] ;
l

i
l l

j J i j

a M Y

∈

θ δ
σ = =

θ + δ θ + δ +∑2
2

[ ] .
( ) ( 1)

l

i j
l l

j J i j i j

D Y

Статистика 
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 −
χ =  σ 

∑
2

2

1

k
l l

l l

Y a

будет иметь хи-квадрат распределение с k-степенями свободы. Предложенная стати-
стика позволяет проверять по критерию хи-квадрат гипотезы о равенстве истинных 
значений параметров модели найденным значениям 

→∞
θ = θ( )ˆ lim k

i ik
 и 

→∞
δ = δ( )ˆ lim .k

j jk
 Статисти-

ческая обработка одного потока оценок подтвердила гипотезы о применимости пред-
ложенной модели статистическим данным.

Для оценки точности оценок параметров можно воспользоваться неравенством 
Рао-Краммера [4]:

θ ≥ δ ≥
θ δ
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L x x  — функция правдоподобия.

Частная производная будет иметь вид 
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где ψ(x) — дигамма-функция. 
Используя независимость в совокупности величин Xij, можно выразить количе-

ство информации в виде сумм математических ожиданий 
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Приравнивая производные (2) к нулю, можно получить уравнения для оценок па-
раметров методом максимального правдоподобия. Поскольку оценки, полученные ме-
тодом максимального правдоподобия и методом моментов, сходятся к одним и тем же 
истинным значениям параметров, то в последней сумме слагаемые для j ≠ l близки к 
нулю, и ими можно пренебречь. Таким образом,
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Аналогичные выкладки можно привести для параметров экзаменов
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Зависимость нижней границы дисперсии параметра экзамена от величины параме-
тра для оценок одного потока студентов (рис. 3) демонстрирует рост нижней границы 
дисперсии при увеличении значения параметра. Тем не менее, нижняя граница дис-
персии будет уменьшаться при увеличении количества оценок студента. Аналогично 
ведет себя нижняя граница дисперсии оценки параметра экзамена — повышается при 
увеличении параметра и уменьшается при увеличении оценок одного экзамена.
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Рис. 3. Зависимость нижней границы дисперсии оценки параметра θi  
от величины параметра

В целом, приведенные формулы и обработка оценок одного потока студентов де-
монстрируют возможность применения данного метода определения параметров под-
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готовленности студентов и сложности экзаменов. Предложенная модель стобалльной 
оценки на основе бета-распределения может использоваться для исследования подго-
товленности студентов и сложности экзаменов, в частности выделения неоправданно 
легких или сложных экзаменов.
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